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����� x ∈ R
n �� ��� ����� ����
� 
� ��� ����
��� ��� W ∈ R

n×n �� ��� �����, 
�
��� ������ �
���,�
�� ������� ��	�
�� �wij����� ��� �
���,�
� ��
� ��	�
� i
�
 ��	�
� j�� 0	

 �
������� ����� ���� ��	�
� �� �
������� �
 �

 ��� 
������
��� �
�
 ��
�1�
������� �wii �= 0�� 2��� ��	�
� �
��
 
� ���� ����
�� �� ����
 

f(x,W) = −(1/τ)(x + Ws(x)) + I, �&�

���� s(x) � �%	������ �	����
� �	�� �� tanh(x)� τ ∈ R
n � ���� �
������ ����
�

��� I ∈ R
n �� �,�����
 ���	� ����� �� ��� �
� �
� �� 3� �� ��� ���� ��
�� � 

"4$ ���� ��� �,�����
 ���	�� ��� �� 	��� �
 �
���

 ��� ���%	��� 
� ��� 
���

��
��
��� �	��
�� 
� ��� 
������� �
�
����� �� �
 ����� ����� ���������� ��� �����

x 
� ��� ����
�� ���� � ������ )�������* �����
 ����
� x∗� � ����� 
� ��������
��� ������ �����, W� �� ��� 	�	�
 ���� ��� 
������� �� �������� ���� �� ���
�
�������
� E� E ∈ R

n �� 
��� 
� �%	�
 ���� � �����	� ε ∈ R� ε � 0

E =
1
2
(x − x∗) ◦ (x−x∗) < ε, �(�

��� 
�����
� ◦ ����� ��� 5������� ��
�	���
2��� �
��
���� x∗

i 
� ��� ������� ����
� x∗ �� 
� ��� �
�� x∗
i = sin(t + φi)�

�� �� ��
�� ���� �� �
��� �
� �,���
� �� "&$� ����� ��� ���������
�� ������� ���
����� 
�������� φi 
� ��� ������� �����
�� 0
� ��� & ��	�
�� ����� ���� � �����

����� 
� 0 
� π ������� �������� �� ����
������ ��� ���
� E �
������
� ����
�
�� �
 ������ � ���� �
��������� �� �
� �
����
�� 6�� ��� ����
 ��� ���� �
� �
��
 ��	�
�� ����
��� � ����� 
����� 
� π �
	
� �

� � �������� 
��� �� ��� �����
�
��� ����� ��
�� �
�1	��%	����� 
� �

	��
��� /��� 
�� �
�� �������
�� ��

����� � ����
�1
��� ���!���
� ����� �� �

���
� � ��� ����� ��	�
�� ����
���
0
� �� ����� 
����� ������� 
	��	� ��	�
��� 
�� ��
	
� 	�� � �
�������
� 
�
φi ����� 
��� ��� � ���� ��� � �

	��
�� 0
� � ��� 
� n = 2 ��	�
��� �� ��


��

�� φ1 = 0 ��� φ2 = π/2� η = 0.1� ����� ����� ��� ������� �
��������� ������
�� �� �
�� (33 ���� ������
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���� �� 

ẇpq = −η

n∑
i=1

∂E

∂xi
zi

pq, �-�

���� η ∈ R �� ��� 
������� ����� ����� �� ��� �� η = 0.1� z ∈ R
n×n2

�� ���
���������� 
� ��� ����� 
� ��� � ���� ���� ������� �
 ��� ������ �����, W�
��
�� �
������ �
� ��� ������� �
����� �����

żi
pq =

∂fi(x(W), W )
∂wpq

= −1
τ

zi
pq + s(hj(t)) �.�
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�� �%	���
� ��
	
� �� �

��� ��
� ��� �%	���
� �#� ����� �
����� ����
��� ������ �����
 x∗

i �� �
��� 
� ��� ���	� ���:
� 
	��	� 
� ��� ��	�
� i� ����� ��
� ���	����� �� �

���� ���� ���� ��;�������
 �%	���
� �
� ���� ������� <	�� �
���	����� ��� �� ���	��� 	���� ��� =����>� �	����
� ����
� ��
�
��� �� "-$�

��� ��������� �����
� ��
� ��� ���	
���� ����
�� ��� �
� ���	�
���
� �	�
��� ��� ���� ����	�� 
� ��� �
�1
����� �%	������ �	����
� s� �
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�
�� x ∈ [−1; 1] �	� ���

 �
����	
	�� �
�� ���� ��� %	�
�� 
� ��� �����
>� �����
�� ��������� �
 ��� ���������
� ����� /� ��� �
�
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 ������ ��
� ��� �������� �,��� ����� ����� �


�� 
� ��� 
���� � �
��

� �
��

� ��
	��� ���	
��

�� ������
 �� �
�
���� �� ��� �
� ��
� ��� ������� �����
 �
� ���� ��	�
� 
� ���
����
��� �	� �� ��� 
�
 ��
���� ��� �������� �����
 
� ��� 
	��	� ��	�
���

��� ���������� �%	���
� �.� ��� �� ������� �
� ��� ������
 ���� �� � �����,
�
��

ż = Jfx(M)z + Jfw (M), �4�

����� Jfx(M) ��� Jfw(M) ��� ��� !��
���� �������� 
� ��� �	����
� f ������1
����
 �
 x ��� w �� ��� �
��� M � �� ��� ������� �
����� ���� �.� �� ����

ż = −Iz + Jfw (M), �8�

I ����� ��� ������� �����,� 0
� �
��������� z �� ��� �����, 
� �
������ zi
pq�

i ����� ��� �

	�� ����, ������������ ��� i�� ��	�
�� ��� ��� ������� pq �
�
��� 
��� ����
��� i, p, q ∈ [1; n] 
� wpq� ��� ������ �����, �
����� 
� W �zi

pq =
∂xi/∂wpq).

�� �� ��� 
�
 ������

 ������� �
��� ��� ����
��� ���� �� ��
���� � ������
�����
��� x∗

i 
�
 �
� �
�� ��	�
���� i� ��� ���������� �%	���
� �.� �� ��� ������

���� ��� �� ������� ��

τ żi
pq+ zi

pq =
n∑

j=1

ajiwji
∂s(xj)
∂xj

zj
pq + ςiq

[
bi
pqs(xp) + ci

pqs(x
∗
p)

]
, �9�

���� 1 ≤ i, p, q ≤ n� aj = bj = 0 ��� cj = 1� ���� j �� � ��	�
� 
	��	��
aj = bj = 1 ��� cj = 0 
��������� ςiq = 1 �� i = q� 3 
��������� 
� �� ���
�
���,� 
� ��� �����, �
�� �4�� ���� ��� ������� ��	�
� �
��
� ��� �
��
�����

� Jfx = A ����

Aij = −aij + bijwji
∂s(xj)
∂xj

, �?�

���� aij = 1 ���� i = j� 0 
��������� bij = 1 ���� i �� �
� � �
���� ��	�
��
0 
��������� Jfw = B ��� ��� ���� �
�� �� z ��� ��� �
������ ��� �	�� ����
Bi

pq = 0 ���� i �= q� Bi
pq = s(x∗

p) �� p �� � �
���� ��	�
�� Bi
pq = s(xp) 
���������
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�+�� �
 � �
�1+��
 ����� �
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��� �� 	��� �
�������� ��� 
������� �%	���
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 �
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����
� ���	� ��������

� ���
�� 
� ����
� �
��

� ��
	��� ���	
��

��� ������
 ������� �
����� ��� ��
 ��������� �� ��� ������� ����@ ������
�
��������� ��� �
 	�� 
� �

 ��	�
���

�� �� ��� � �
�������� �
 ��� �
�1�
���� ��	�
�� �	�� ���� ��� �
 �
�
�
���
���� ��� �
��������� 
� ��� �
���� ��	�
�� �
 ����� ������ �����
� ���
����� � ����
���
� ��� ����
� ���
��	��� �
�� ��
�
��� ��� �� ���
� ����� ���
���� �� �
 ��
�� ��� ���
� �	����
�� �� ��
 ��;����� ���
� �	����
��� 
�� �
� ���
��	�
�� ����� ���� �
 ����� � ������� ��� 
�� �
� ��� �
�1�
���� ��	�
��� <

��� ���
� �
	
� ��

E =
{

1
2 (xi − x∗

i )
2 �� i �� � �
���� ��	�
�

Eh 
��������
�#3�

��� ���
� 
� ��� �
�1�
���� ��	�
�� Eh ����� �
 ���
	�� ��������������� 
�
��� �
���� ��	�
��� ���� ���� ���
� ���������� � �������
� 
� )�
���
���
�* �� � ����
������ ����� ��� � 

� 
� �
�����
����� �
�������� ���� �������
� ���
����� ���������
���
� ��;������� � � �� '� �� �,���
� �� ��

�� �
� � ����
�� 
� n = 2� ��� ��	�
�
& ����� �
����

Eh =
1
2
(ẋT x)2 �##�

6�� ��� ����
 ��� ���� �

 ��� �
��
����� ∂E
∂xi

��� �
���� �
��	��� �
��1
����� �� ��� 
������� ��
����� 5��� ����� η = 0.1� �
�� ���� ����� ���
� �
������
��� ��
�	
���� ���� ��� �
���� �%	���
�� 
� ��� � ���� �#�� 0��� # ��
�� ��� ��
1

	��
� 
� ��� ������ �����, W �	���� ��� 
������� ��
����� ��� ������ �
������
��� �

 ����
� ����� ��������� ��� ��� � ���� �� �
�	�� �
 ��� ����	�����
� 
� �
������� ��� �
��������� ����� �� �
�� &.33 ���� ������ ��������� 
� ��� ������

�
�����
��� ��� �
�1�
���� ��	�
� ������� ��� ���� ����
� ���
��	�� �� ���
�
���� 
��� ��� �����, ������ 
������� �� W = [1.31 1.27;−1.19 1.13]�
��� �,������� 
� � 
���� � �
� ��� �� ��
��� ���� ��� 7	
��>� �������
� ��� ���
�������
	��� ��� ����
�� ��

 �
������ �
 ��� 
���� � �
� ���� ������
 �
�����
��
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2 (ẋT Ax)2�
��� ����
� �� ���������:�
�������� �� ��� �������
�� 
� ��� ���������
�� 
� A� ��

��� �������
	�� ��� �������:
��� ���� 
��� ���� >�������> 
� ��� 
���� � �
� �����
�
 ������ ��� ����� ��
���
����� ������� %	������� ��	�
��� ���� �� ��;����� �

��� �
���� ����� ��� ����� ��
���
����� ������� ���������
� 
��
�
� ��� ���
�
����� �	� ���� �� ���� �
 �,�
���� ����� ���
�����
��

� ��
�� �� ��� ��	
��
���

/� �
���� �����
��� ��� ���� ���� ��� �����
� ��������� ����� ��� 
�������
��
���� �� �� �
����� �� ����� ����� ����	�� 
� ��� ���	�
1
����� ���� 
� ���
�%	������ �	����
� s� ���� ���� ��� �� 	��� �
 �
��� ��� ����� 
� ��� 
���

��
�
�����
� �� �� 
�1
��� ������� 0
� �,���
� �� �� 
�� s(x) = tanh(2/(1+e−αx)+1,
�� ��� ������ ��� �
������ 
� ��� 
���

��
�� ���������� α� �������� ��	�
��
�����
 ��
� ���	�
���
 �
 ������	
��� 5
����� �� ��
	
� �� �
��� ���� �� ��� ���
�������� 
� ������� �� �������� 
� ��� �,������ ���
��	��� ����	�� �� ������
��� �
��� 
� s ����� x �� ��,��	�� /��� α < 2� s ���
�� 
������ ��� ��	�
��� 
���� � �
� �� �
 �
�� �	��������� α ��
	
� �
�
 �
� �� �

 ��� ����� &.3��
�� s ��

 ���� �
 � ���� �	����
� ����� �
������ � ����
����	�� � ��� ����� 
�
��� 
���

��
�>� �
������ ��� �
�
 �� �
����� �� �� ������ ��� ���� �
������� τi�
�� ��� ��� ��������
� � ������ ��

 
�
 �;��� ��� ����� 
� ��� 
������ 5
�����
� ������ 
� � ������	
�� ���� �
������ ��

 �;��� ��� ���
��	�� 
� ��� ��	�
�
i� ��� ���
��	�� 
� ��� 
���� ��	�
�� ��

 �

 ��� � �
	��
 �%	���
��� 

�� 
�

11



���
��	��� �	� ��� ���
��	�� 
� ��� ��	�
� i ��

 �� �	�� �
�� ����������

� ���	���
��

A�� �
��� �
�������� 
���

��
� �
���


��� �� ��� �
�
���� ��
� ���
 ����
��

	��
��� ��
����� ��� ���� 
����� ������
 � ����� ��
������ �� ��� 	���
���
/� ���� ��������� ��� ������� �
����� �
�
����� �� ��� 	�	�
 �� �
������ ���� �
������
 �����, �
��	
���
�� �
� ��� ������ 
� 
���

��
� ���	����� ��	��
 ����
��
�
���


���� /� ���� ���� ����� � ������
�+�� �
��	
���
� 
� �
� �
 	�� � ������

������� �
����� ���� � ������ �����
 �� �
� ����
��
� �
� �

 ��	�
�� ��� �� ����
��
�� �
� �
 ���	�� ��� ���������� ��� ���
� �� ��
�� �� ��
 ��;����� � ��� 
�
�	����
��@ ��� ���
� �
� ��� �
���� ��	�
� �
 ����� ��� ������� ��� ��� ���
� �
�
��� �
�1�
���� ��	�
�� ����� �� � )�
���
���
�* ����
� ���� ��� �
���� ��	�
��
6	� ���	
�� ��
� ���� ������� �
����� �
 ��� ������
 ������� �
������ �	����
��� 
�������� ����
� ������� ��� �
	�� �� � ����� ����� ��� ���� ��� �
�1�
����
��	�
� ������� ��� ���� ����
� ���
��	�� �� ��� �
���� 
��� A
�� ���	
�� ����
�
 �� �
�� �
 ��� �� ���� ����
� �� �� ���
��� �
 �������� �	����
��� /� �
�

������� ��� %	����
� 
� ������� � ����	
� 
���

��
� �
 ��� ����� ������� 
� ���
������ 
� � ������� 
���

��
�� ��� ����
�� ��������� ���� ���
������� ����
����� ��� ����
� �� � �
 �� ��
� �
 ������ 
���

��
� �
���


��� ����
	� 


����
��� 	������������ 
� ��� � ������ ���� ������ ����� ��� ���� �
 ��� �� ��� ����
 
	��� ��

	��
��� ����
�� �
� �	�� � �����

 ������	��

��� ������� 	
 ��
��
���� ��� ��
�
� ������
 � �
�
��� ����� �� � ������� ������� ���������
��� ����������� ��� 
������ �������
��
 ���� ����	
� �	 ����
�� ��	
�
�
� ��������
� !"#$%�&%''� (''!


�(� )�*+���� ,���� ��� ����
��� -
 .�������
 �����*����� �����
�� ��� ��������� ���/��0�

,����
��� ������ .+1�*(23� 4���
 .������� +�
���� ��� 5��
����
��� 6�
7���
�8 �� .��
*
����
�� +�� 4
���� �11�


��� ,�0���
 	��
� 9���0� :�0������ 	���*�0
 +���� ��� +�
� ;��


 ��
���������� �����
��
��� ���*��
7�� <
��� ��<��
 �
	����	�� �
�
�	
� ��	����	�� �	 ���
��
� �	����
��	��� �����
$(�&$�'� (''!


�!� ���*=���� +��� ��
�*��
��� .���� ��� 9��*.��� >��
 �����?� �����
�� ������ ��� ����
��*�
�� �����
�� �����
��� �� ��������� ������ ���/��0�
 ;� @��� 5
 	���8� +������ @���
������� ��� �
����� >
������� ��
����� ���
	��� 
	 ����
� �	����
�
�	 �������
	� ����
���� ����� � 7����� !� ����� ���&�!'
 	����� A�������� �11�


�3� :
��� :
 +���������� ��� ,���� �������
 ,�/���� ��������
� ���B����� ����
��� ����*
���
 ;� �������
	�� �� ��� !�� �	���	
�
�	
� ��	����	�� �	 ����
� �	����
�
�	 �������
	�
���"��� #$% & �
	�
����� (''(


�$� ��<��� �����0�� @����� @
 +��
�� ��� ����� �
����
 .�������
�� ���
������8 <���7
�� �� �
�/� ������ ��������� ������ ���/��0 ��
�� 
�����
 ;� ����' �� ��� �	�' ��	�' �	 ���
��

�
����
� ���(��)� ������ � -
��� �����
�� (''�


�%� ����� )
 ��/�� ��� ����� ;
 +��7������
 >����
�� �����
���� ��� ���
������8 ���/��0� /
��
��� B����
��� ��� ���<���� ��������
 ���(��)� (#�%&!�� �11�


�2� A��B
 4�8�
 C
������
��� �� ��������� ������ ���/��0� 
� ����
��� ������� �����
��
 �***
+�
	�
��
�	� �	 	���
� 	��(��)�� �11!


12


