
������� �	
 ��� ����	������	� ��� �����������

����� ������� �	� �������� ����� ��������

������ ���	
���1 �
 ��	��� ��	���2

�� ���	����� �
�� ���������� ����	
 ! "������ #��
! ��$���	�! %&'''� � �
��

(� �
�� �������� �� )������$� ����	
����	! ('*'�& � �
��

��������+ ��	�� ���	�,������ �� � �-������ ��� �� 
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��� �����.����� ������$�� �� �������$! ���	�$ �
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���	�,+ � ���� ��	�! �� �	����� � O(|Ω|r2) ���� ��$�	���� ��	 	�� r ���
�	�,������ �� ��� ��	�� ���	�, .� �������$ |Ω| ��	���+ )�� �	�����

��$�	���� ������ � ������, ������/���� �	�.��� .� 	�
�� ������$
�� ��� ��	��� �� ��� ��	�� ���	�, �������
 .� � ���	�, ��������� ���� ���
�$ ����	���$ ����� �0��	�� 12"34+ 5���	������! ��	 �����
 ����� .����	
��	��	���� ��� ����	 .������ �
 ��������������	� ��	�� ���	�,������
�����
� � ����	�� ���
�	
 	��� ���� 
�������+ )���	��������! �� �,��

��� ��		�� $��	����� �� 2"3 ��	 ��	�� ���	�,������+

� �������	�
��

������ ����	
� ��� ��	�� �		
 ����	������ 	� ������ ������� �������� �����
����� ��	�
��� � ��� ���	������� ��
������
���� �	����� ������ ����	
� ���
���������
 �� ����� ��� 
�� �	 ��� ����������� ������ �� ����� ������ ������ �	�
��������� ���������� �� ������ ����
 �������� ����� ��	� ��� �	�� 	� �	��������
��	���� ��
 ����	����� ������������	� 	������	�� ���� ������ �������

��� K : X × X → R �� � �	����� �����
������ ������ ������	�� ����� X ��
��� ��� 	� �	������ �������  � ������� �������� ������ 	���� �	�� ����� 
��� ��
�������� �� �	�� 	� � �������� ���� L� !	� L = {x1, . . . , xn}� ��� ������ ������
K �� 
����
 �� ��� n×n ������ 	� ������ ������	� �������	� �� 	�����
 �	����
���� Kij = K(xi, xj)� "�� �	�� 	� �	�������	� ��
 ��	���� 	� ������ ������ �	�
X ⊆ R

d �� O(n2d) ��
 O(n2)� ������������ �������� ����� ������� 	���� ��#�����
�������� ����������	� ������������	�� "��� �	�������	� 	���� ����� O(n3) ����
����� ����� ������ �������

�	� ���� ������ ����	������	�� 	� ��� �	��K ≈ UUT ����� U ∈ R
n×r ��


r � n ��	�
� � ��� �	 	���	�� ��� ����������� ������� "���� ���� r ����	���
����	�� ��#���� nr ���������� �	� ��	���� ��
 ��� ������ ���	� ������������	��
��� �� ����	���
 �� O(nr) ����� �	����� �	�������	� 	� � �		
 �	� ���� ���
��	������	� �� ������������ "�� ��	���� 	������ ���� r ����	������	� �� ����
�� ��� �	� r �������� ���	�� �	�����
 �� $%& ����� ����� O(n2r) ���� ��

��#����� �	�������	� 	� ��� ������ ������ ������ '()�

 � ���� ����� �� �����
 � ������� ������ ����	������	� ���	������ �	� ����
������ �	������	� *�+,�- �� .��� �� ��� '/) ��
 ��	�	�� �� O(|Ω|r2) ���� ���	�
����� �	� ���� r ����	������	� ����� |Ω| �� ��� ������ 	� ������� 	� ��� ������
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������ ���� ���
 �	 �� �	�����
� !	� �	��	��� ���
 ������ ������	��� ��
	����� ���� |Ω| = O(nr logn) �� ��0����� �	� �		
 ����	������	�� 1���	���
������ ������ ����	������	� �� � ���� ���
��
 ��	����� �	 	�� ��	���
��� ����
���� ������ ����	������	� ������� ����2� ���� �0������� �����
�
 �	� ������
�������� ������� ����� ������� 
	�2� ������� ��� �������� ��
 �	����� 
������
������ 	� ������ ���������

��� �������	�� 
�����

3����	� ����	������	�� '4) ��� ��	�� ��� �	�� �	����� ������ ������ ����	���
����	� �������� "���� ����	
� ������� �	 ���	�� ��� ������ ������ �� 	�����
��� �	��m �	����� ��
 �	�����	�
��� �	�� 	� ��� ������� 3����	� ����	�����
��	� �� ���� �� K ≈ KS(STKS)†rS

TK = UUT ����� S �� � �	���� ��������
������� † 
��	��� ��� ����
	������� ��
 ��������� r 
��	��� ��� 	������ ����
r ����	������	�� 5������	�� 	� 3����	� ����	
 ����� �	������	�� ��������
������� �	 ������ �	�� ��
 �	����� ��� ���� �������
 '6)� $������� 	� �	�����
����
 	� ������� ���������� 	� ����� 
��� ��� ���	 ���� ��	�	��
 �� �������
3����	�'7)� "��� ����	
 ��	�� ����	����� 	�� ��� ����
��
 3����	� ��

�	������	�� �������� ������� �� '6)�

+������� $� �� �����	�	��
 ���	�� �0����� ������ ����	������	� *,5�1-
���	����� '8)� "��� ����	��� �	��� �� ��
��� ��	��� �� ��� ������ ������ �	��
�	��
 �� ����	������	� 	� ���� ��	��� "�� ��	��� ��� �	��	��
 �� ����������
��� 
��� �� ��� ����� ������ "�� ������������ ������ �������	� �	�� ��� 
���	���
��	��� 	� ��� ������ ������ ��
 ��� ����	������
 ����� ����
��
 3����	�� "��
	9�
���	��� ��	��� ��� ����	������
 �� �������� ��� �������� ��
 �	���� �
����� �#����� ��	����� ,5�1 �� ����� �0�����: �� ���	�� ��� ���� ����� �� ���
���� r ����	������	� 	� ��� 3����	� ����	
� ,5�1 ��� ����	�� � ���� cr
����	������	�� ����� c �� ��� ������ 	� ���������

1��	����� $���� �	�������� +��� "��� �	��������
3����	� O(nr) r O(m3 + nmr) ≈ O(nr2)
�1�$ O(nr) r O(|Ω|r2 + nr3) ≈ O(n lognr3)
,5�1 O(nr + c2r2) cr O(nr2 + cm3) + TL + TC

"���� (; �	������	� 	� ���� ��
 ����� �	���������� 	� 
�9����� ���	������ �	�
������ ����	������	�� �1�$ �� ��� ����	��� ��������
 �� ���� ������ TC ��

TL 
��	�� ��� ���� ��#����
 �	� ���������� ��
 �	���� ����� �#���� ��	���� ��
,5�1� m �� ��� ������ 	� ������
 �	����� �	� 3����	� ����	������	�

� ������� ������

"�� ��	�	��
 ����	��� ����
� �� 	� ����	�� �	��� 	� ������ ����	������	�
����� ����������� ����� �#����� *1�$- '/� <)� !	� � ������� ������ M � 1�$
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���� ����	������	� 	� ��� �	�� M ≈ UV T �� �	���� ��� �	��	���� �	���	���
	�����=���	� ��	����;

min
U,V

∑

i,j

(Mij − eTi UV T ej)
2 *(-

����� ei ���������� ��� ���	����� ����� ���	� [0, . . . , 0, 1, 0, . . .0]T � "�� ��	����
�� �	��
 �� ��������� 	�� ����� 	� ����� U ��
 �	���� �	� V ��
 ��������� 5���
����������� ���� �� �	���� ��� 	����� ��� 	�>����� ������	� �� �	���	���� .���
�� ��� '/) ��	� ���� �� ( �� �	��
 	�� ��	��� ������ 	� ������� 	�M � �	��������
�	 ��� 	������ �	����	� �� ���������
�

�������� � ������ ����	������	� �� 1�$


��	���� ,����� Kn×n� ������ ���� r
���	��� Ûn×r

�� Ω← ������ ������� 	� K�
�� Û (0) ← Nystrom(K, r)
�� ��� t = 0, . . . , T − 1 ��
�� V̂ (t+1) ← argminV

∑
(i,j)∈Ω(Kij − eTi Û

(t)V T ej)
2

�� Û (t+1) ← Ût+V̂ t+1

2

"�� ��	�	��
 ����	
� ������ ����	������	� �� 1�$ *�1�$-� �� ��	��
�� ���	����� (� !	� ������ ������ ����	������	� �� ��� ���������
 �� �	����
minU

∑

i,j(Kij − eTi UUT ej)
2� 1��	����� ( �	��� ��� ��	���� �����
 �� ( ���

����	������� U �� Û (t+1) ← Ût+V̂ t+1

2 �� ��� ��
 	� t + 1th �������	�� 1��	� �	�
������ ��������� ��� ��������=���	� ���� ��� �� ������
 	�� ����� 3����	� ����	

����� ���� � �		
 ��������=���	� �	��� �	� ��� ����������� ������

 �������=���	� ��#����� ������� 3����	� ����� ����� O(nr2) ���� '4)� $��� 6
��
 7 	� ���	����� ( ��#���� �	���� n ����� �#���� ��	����� ���� 	� ����� ����
O(|Ωj |r2 + r3) ����� ����� |Ωj | �� ��� ������ 	� ������� ������
 ��	� ��� jth

�	���� 	� K� "���� 	����� ���� �	�������� 	� ������� 1 �������	� 	� �1�$ ��
O(|Ω|r2+nr3)� �  � 	�� ����������� �� �	��
 |Ω| = nr logn �	 ��� �		
 ��������
1��	��� �������� �� �	��
 ������� �� �	� �� 4 �������	�� 	� 1�$ �� ��	����

��� ����������� �������

 � ���� �����	� �� ��� � ������� 	� ��	������ �	�������� 	� �1�$ �	 	����
��� $%& �	����	�� !	� ��� ��		��� �� �	���
�� ����	�� �������� �� ���� ( 	�
���	����� (� "�� �������� �� �� �������	� 	� �������� �� '/)� !	� ���� r ����	���

����	� �� ��� ��
 	� ��� tth �������	�� ��� K̂ = Û tÛ t
T

�� ��� ����	������	�� U t


��	��� �� 	���	�	���� ����� �������� ��� �	���� ����� 	� Û t� ��� ��� 	������

���� r ����	������	� 	� K �� Kr = U∗Σ(r)
K U∗T � ����� U∗ = U

(r)
K ��� ��� �	��r

�������� ���	�� 	� K ��
 Σ
(r)
K �� � 
���	��� ������ 	� �	��r 
���	��� ������� 	�

ΣK �� �	������������ 	�
��� dist(Û , Ŵ ) = ||UT
⊥W || = ||WT

⊥U || 
��	��� ��� �����

����� ����� ����
 
������� ������� ��� ��������� ������
 �� ��� �	����� 	� Û
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��
 Ŵ � ����� U⊥ ��
 W⊥ 
��	�� ��� 	���	�	���� ����� �������� ��� ��������
������
������ �	 Û ��
 Ŵ ����������� ��
 ||.|| 
��	��� ��� L2 �	�� '()�

?� ���� ��� ����
��
 ��������	� �����
��� ��� �	������� 	� ��� ������

������ ���� ||ut(i)|| ≤ μr
√
r√

n
, ∀i ∈ [n]� ����� ut(i) 
��	��� ith �	� 	� U t� "��

��		� ��	���
� �� ��	���� ���� ��� ��������� ������
 �� ��� �	����	� 	� 1�$
���� ���������� ��	��� �	 ��� 	������ �������� ������
 �� ��� �	��r ��������
���	�� 	� ��� 	������� ������ ������� ?� ��� ��� �	��	���� ��
����� ���������
�	� ��� ��		�;

(� @��� ����; U0 �� ��	�� �	 U∗ ��
 U0 �� ���	������

/�  �
����� ���	������; U t �� ��	�� �	 U∗ ��
 U t �� ���	������

4�  �
����� ����; U t+1 �� ��	��� �	 U∗ ��
 U t+1 �� ���	������

����� �� �������������	�
 �	� ��� r �����	� ����	������	� ����� �� K̂ =
KS(STKS)†rS

TK� ��� �������� ������� 	������ U∗ ��� ��� �������� �������
�� ��� �	����� 	� K̂� UK̂ �� �	����� ���

dist(U∗, UK̂) ≤
√

σr+1(K)

σr(K̂)
*/-

����� σr+1(K) ���	��� r + 1th ������� �������� ����� 	� K 

!������ �	� ����� ��� �� rth ��������� 	� K� ����� ���	��� 8 ��	� 'A)� �� ���
�	��	���� ���� ��	�������� �	�������� �	��
 ����� ��	�� ��� �9��������� 	�
��������=���	� �� 3����	�;

��������� �� �������������	�
 !�� Δ = σr(K)
σr+1(K) �� ��� ����	 	� �	��������� �����"

������ 	� K �� σr(K)− σr+1(K) ≥ 12n ln(2/δ)√
r

���� ���� ��	�������� 1− δ

dist(U∗, UK̂) ≤
√

3

1 + 2Δ
*4-

!	� ��� ��
����� ���	������ �� ���� / 	� ��� ��		�� �� ������� ��� �������
�	� �+,� ��	� ���	��� 7�( 	� '/)�

��������� � *5����
��� "��	��� /�7 ��
 7�( ��	� '/)-� �� ��� �������� �����
��� ����� ����� 	� K �� ������� ����	���� ��� ������������� ���� ��	���������

p ≥ C
(σ1(K)
σr(K) )

2μ2r2.5 logn log r||K||F
ε

nδ22r
*6-

����� δ2r ≤ σr(K)
12rσ1(K) ��� C ≥ 0 �� � ��	��� �	������ #�� (t+1)th �������� V̂ t+1�

�����$�� ��� �	��	���� ���� ��	�������� ������� 1− 1
n3 �

dist(Û (t+1), U∗) ≤ 5

8
dist(Û (t), U∗) *7-

$��������� ��� �	������� 	� �������� ��� ���	 �� ��	���

��������� � *�	�������-� !�� Û (t) �� μ1 ���	������ #��� ���� ��	�������� ��
����� 1− 1

n3 � ������� Û (t+1) �� ���	 μ1 ���	������ 
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��� �� ������ 
��	���

!	� ��������� �������	� �� �	���
�� ��� �	����� +@! ������� ?� ������� 	��
����	
 	� ������ ����
��
 
������� ����� ��	� � @$%, �������� !	� ���������
�	������	�� �� �	���
�� �������� ����
 	� ������� 	� ����	�� ��������� �	��
��� �������	� ����
 	� ���������� ��
 
������������ �������	� 	� 
���	��� ��������
!	� ��������=���	� ����� �� ����	�� ������� 3����	�� "���� / ��	�� ��� ����
��
 ����
��
 
�����	� 	� �������� ���	� *||K − K̂||- �	� (BBB ���
	��� ������


��� �	���� �	� 
�9����� ������ ����	������	� ����	
� ���� ��� ������ 	� ���
�������� *nr- ��#����
 �	 ��	�� ��� ����	������	�� C�
�� ��� ����� �	���������
	� ��	���� ��� ����	������	�� �1�$ ��	�� �	�� �	��� ���	�� �� ���� �� �������
������� �� ��
�����
 �� �	��� ����
��
 
�����	��

!����� (� ��	�� ��� �������� ���	� �� ��� ������ 	� ���������� ��� ����
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